Inferencna analyza

Ulohou inferen¢nej analyzy je na zadklade informécii ziskanych z nahodnych vyberov urobit

zavery o celej populdcii (Obrazok 23).

Nahodny vyber

Populacia

- Parametre
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Obrazok 23 Princip inferencnej analyzy
Pouzitie inferencnej analyzy na nendhodnych a Uplnych vyberoch nie je spravne. V pripade
Uplného/totdlneho vyberu (cenzus) kazdy zisteny vztah predstavuje skutocny, t.j. vyznamny
vztah.
Vzorky ziskané z nendhodnych vyberov mézeme skiumat pomocou exploracnej analyzy. Zavery
ziskané takymto sposobom nemoéZeme zovseobecriovat na celd populdciu, ale platia iba pre

analyzovanu vzorku (Hendl, 2004).

3.1 Pravdepodobnost ako teoreticky zaklad inferenc¢nej analyzy

K analyze dat mozeme pristupovat z hladiska exploraénej ainferenénej analyzy. Exploracnou

analyzou dokazeme prehladne zhrnut informacie, ktoré sa tykaju prave tych objektov, ktoré sme



merali. Ak sme vSak data ziskali na zdklade dobre navrhnutého vyskumného planu, mézeme
zovseobecnovat spravanie sledovanych premennych a ich parametre na celt populdaciu. K tomu
nam slazi inferenénd analyza, ktora sa opiera o pravdepodobnost. Inferenéna analyza —
testovanie hypotéz a odhady parametrov vyzaduju data ziskané nahodnym vyberom alebo
randomizdciou (ndhodné priradenie jedincov do skupin — zndhodneny experiment). Pomocou
pravdepodobnosti zistime ako ¢asto nastane urdity jav, ak vyber alebo experiment realizujeme
viackrat. Podmienkou je, Ze pri ziskavani vyuzijeme ndhodu (Rie¢an, Lamos a Lendrt, 1992;
Vrabelova a Markechova, 2001).

Statisticka definicia pravdepodobnosti:

O ndhodnom pokuse hovorime vtedy, ak vysledok pokusu, ktory vykondvame nie je
jednoznacne uréeny podmienkami, za ktorych sa uskutoéniuje. Ndhodnym pokusom je napr. hod
hracou kockou, tento pokus méze koncit Siestimi vysledkami a pred jeho realizaciou nevieme
povedat, kolko bodiek bude na vrchnej stene kocky.

Nahodnym javom A prislichajucim k danému ndhodnému pokusu nazyvame kazdé overitelné
tvrdenie o vysledku ndhodného pokusu, napr. pri hode kockou ndhodnym javom A je tvrdenie
,Padne pdrny pocet bodiek”. Hovorime, Ze jav A nastal, ak tvrdenie A o vysledku pokusu je
pravdivé, napr. nas jav A pri hode kockou nastal, ak padla stena s 2 alebo 4 alebo 6 bodkami.
Budeme sa zaoberat len pokusmi, pri ktorych sa sledovany nahodny jav pri n-nasobnom
nezavislom opakovani pokusu (za rovnakych podmienok) vyznacuje tzv. Statistickou stabilitou,

¢o znamen3, Ze relativne pocetnosti javu A pocitané pri velkom pocte opakovani pokusu
n
f.(A)=—=%,
n

kde n, je pocet vyskytov javu A v sérii n pokusov, sa prili§ nemenia, koliSu okolo nejakej
konstanty. Tato konstanta sa nazyva pravdepodobnostou javu A a oznacuje sa P(A).

Napriklad ak vykondme niekolko sérii po 1000 hodoch kockou, v kaZdej sérii spocitame
kolkokrat padol parny pocet bodiek a vypocitame relativhu pocetnost, tak vSetky tieto relativne
pocetnosti budu kolisat okolo ¢isla %, teda % je pravdepodobnost padnutia parneho poctu

bodiek pri hode kockou. €im viac pokusov uskuto¢nime, tym lepsi odhad pravdepodobnosti P(A)

, . , n
relativnou pogetnostou —& dostaneme.
n



Ak mame dva ndhodné javy A a B, tak mozeme definovat ich prienik An B, ¢o je jav, ktory
nastane, ak javy A a B nastanu sucasne, ich zjednotenie ALl B, ¢o je jav, ktory nastane, ak
nastane jav A alebo jav B. Jav A oznatuje opaény (doplnkovy) jav k javu A a nastane prave
vtedy, ak A nenastane.
Jav, ktory pri danom nahodnom pokuse nastane vidy, nazyvame isty jav a oznacujeme ho Q.
Jav, ktory nenastane nikdy sa nazyva nemozny jav a oznacuje sa [1. Ak prienik dvoch javov je
nemozny jav, dané javy nazyvame nezlucitelné (disjunktné). Zrejme

AOA=Q, AnA=0.
Vsimnime si, Ze pri hode kockou m6zeme , najjemnejsie” vysledky oznadit ¢islami 1, 2,3,4,5a 6
javu A vieme jednoznacne priradit mnoZinu vysledkov, pri ktorych jav A nastava, A = {2, 4, 6}.
Teda A = {1, 3, 5}, Al A = {1, 2, 3, 4,5, 6} = Q. Ak B znamena padne stena s viac ako tromi
bodkami, tak B={4,5,6}a ALUB ={2, 4, 5,6}, An B ={4, 6}.
To plati vSeobecne, pri kazdom pokuse definujeme mnoZinu najjemnejSich vysledkov Q,
o ktorych potrebujeme uvaZzovat a kde ndhodné javy su (nie nutne vietky) podmnoZiny mnoziny
Q. Prvky mnoziny Q sa nazyvaju elementarne javy. Ak by nas pri hode kockou zaujimalo, len ¢i
padla (P) alebo nepadla (N) Sestka, tak mdZeme polozit Q ={N, P} alebo Q ={0, 1}.
Systém javov S, ktory s kazdym javom A obsahuje aj jav A, s kazdymi dvoma javmi obsahuje aj
An B a ALl B aobsahuje tiez isty jav Q a nemozZny jav [0 sa nazyva pole nahodnych javov.
Pravdepodobnost definovana na poli nahodnych javov je funkcia, ktord kazdému javu AOS
priradi pravdepodobnost P(A).
Pravdepodobnost nahodného javu je Cislo z intervalu [0, 1], ktoré popisuje relativnu pocetnost,
s akou sa jav vyskytne vo velmi dlhom rade opakovani situacie, kedy tento jav moze nastat.
Zakladné vlastnosti pravdepodobnosti:
1. Pravdepodobnost istého javu je 1.
2. Pravdepodobnost nemozného javu je O.
3. Ak sa nahodny jav da rozloZit na niekolko disjunktnych javov, potom sa jeho

pravdepodobnost rovna suctu pravdepodobnosti tychto javov. Plati aj vSeobecnejsie pravidlo.



VSeobecnejsie pravidlo pre dva javy:
P(AOB)=P(A) +P(B)-P(An B).
VSeobecnejsie pravidlo pre tri javy:
P(AOBUOC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC)+P(An BnC).
Zo zakladnych vlastnosti vyplyvaju vsetky dalSie:

4. Pre lubovolny jav A plati

0<P(A) <1
5. Ak je jav A doplnkowy k javu A, tak
P(A) =1-P(A).
6. Ak je jav A ¢astou javu B, ALl B, tak
P(A) < P(B).

Nezavislost nahodnych javov:
Javy A a B sa nazyvaju nezavislé prave vtedy, ak P(An B) = P(A).P(B).
Javy Ay, A, ..., A, sU nezavislé, ak pravdepodobnost prieniku fubovolnej podmnozZiny tychto

javov sa rovna sucinu ich pravdepodobnosti.

3.1.1 Nahodna premenna a jej rozdelenie

Predpis, ktory priraduje kazdému vysledku nahodného pokusu urcité cislo sa nazyva nahodna
premenna. Ndhodnd premenna je funkcia, ktord zobrazuje priestor vysledkov do redlnych &isiel.
Vysledkom pokusu nemusi byt vidy nejaké Cislo, ale vidy mu mozeme nejaké Cislo priradit
(napr. hod mincou - padne znak 1, padne Cdislo 0). Okrem priradeni nds zaujimaju
pravdepodobnosti, sakymi ndhodnd premennd nadoblda uréité hodnoty. Tieto
pravdepodobnosti nazyvame rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej. Na priestore
vysledkov je mozné definovat viacero nahodnych premennych. Funkcie ndhodnych premennych
su opat ndhodné premenné.

Ndhodné premenné delime na diskrétne a spojité.

Diskrétne premenné nadobuldaju navzajom izolované hodnoty (napr. pocet bodiek pri hode
kockou). Niekedy pozorujeme diskrétne nahodné premenné, ktoré mézu teoreticky nadobudat

nekonecne vela hodn6t, presne tolko, kolko je prirodzenych Cisel (napr. pocet nehéd za rok



vdanom regiéne). Medzi spojité nahodné premenné patria vietky beiné merania dizky,
hmotnosti acasu, taktiez sem patria vysledky psychologickych, vedomostnych alebo
motorickych testov a pod. Zavisi na probléme a cieloch, ¢i dand premennd budeme povazovat
za spojitu alebo diskrétnu.
Distribu¢na funkcia
Z teoretického hladiska najuplnejsi popis pravdepodobnostného sprdvania diskrétnych alebo
spojitych nahodnych premennych X predstavuje distribuéna funkcia F (Obrazok 24). Distribu¢nd
funkcia v bode x je pravdepodobnost, Ze ndhodna premennd X nadobuda hodnotu mensiu
nanajvys rovnu x,
F(X)=P(X<X).
Distribuc¢na funkcia je definovand pre vsetky redlne ¢isla x. Z uvedeného vyplyva, Ze funkcia X je
nahodnou premennou, ak sa pravdepodobnosti P(X < X) daju vypocitat pre vsetky realne Cisla
X.
Vlastnosti distribu¢nej funkcie:
1. 0sF(X) <1,
2.ak x » —oo, potom F(X) - O,
3.ak X - 400, potom F(X) - 1,
4. F(x) je funkcia neklesajuca, t.j. ak x, < x;, potom F(x) < F(x;),
5. F(x) nemusi byt spojita, ak je F(x) spojita funkcia, potom prislusnd ndhodna premenna je
spojita.
Pre pocitanie pravdepodobnosti platia vzorce:
P(x <X =x)=F()-F(x),
P(X>Xx)=1-F(X).
Vyberovym ekvivalentom teoretickej distribuc¢nej premennej funkcie F(x) je wvyberova

distribu¢na funkcia If(x), ktord popisuje rozdelenie hodn6t vyberu. Empiricka distribu¢na
funkcia If(x) je definovand v bode x relativnym po¢tom merani, ktoré si mensie alebo rovné x,



Diskrétne rozdelenie ndhodnej premenne)

Distribuéna funkcia F (9
— QOctakavané binomické

Spojité rozdelenie nahodnej premennej

Distribuéna funkcia F ()
— Ofakavané normalne

| A7
% 80 -ZZZ % a0t
g 70t %/// 2 70t
S 60 %%%%?g-ﬁ B0 |
© //%/ = /
= 50} %%%% = 50| .
% 40 1 %%%% f_% 40 t '//
E |
S 30} %%%% S 30}

NN

20 22 24 26 28 30 32 34
Intervaly

Kategdrie

Obrdzok 24 Distribucnd funkcia diskrétnej a spojitej nahodnej premennej

Pravdepodobnostna funkcia a hustota pravdepodobnosti
U diskrétnej ndhodnej premennej spravanie popisuje pravdepodobnostna funkcia

p(x) =P(X =x).
Tato funkcia priraduje diskrétnym hodnotdm ndhodnej premennej pravdepodobnosti. Diskrétna
nahodna premenna X nadobuda hodnoty xi, X», ..., Xn s pravdepodobnostou pi, py, ..., Pm,
pricom plati, Ze sucet vSetkych p; sa rovna 1. Tymto sp6sobom je popisané rozdelenie diskrétnej
nahodnej premennej (Obrdzok 25).
Ak pozname pravdepodobnostnu funkciu, vieme vypocitat distribuénd funkciu a naopak.
Pre spojitu ndhodnu premennu existuje ekvivalent pravdepodobnostnej funkcie. Ak ma F(x) pre
vSetky x derivaciu, nazyvame tuto derivaciu hustotou pravdepodobnosti f(x) ndhodnej
premennej X (Obrazok 25). Mo6Zeme ju interpretovat ako pribliznd pravdepodobnost, Ze
hodnota ndhodnej premennej bude lezat v intervale jednotkovej dizky okolo hodnoty x. Hustota
pravdepodobnosti f(x) vykazuje podobné vlastnosti ako pP(X) =P(X =X) u diskrétnych

nahodnych premennych:
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kde f(x)=0 pre kazdé x.

Distribu¢na funkcia spojitej premennej, ak existuje jej hustota, sa vypocita nasledovne:

= _[f(x)dx.
Pre diskrétnu ndhodnd premennd vypocitame hodnotu jej distribu¢nej funkcie ako sucet

F(x)

pravdepodobnosti jednotlivych hodnét x;, ktoré si mensie alebo rovné x, t.].
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Obrdzok 25 Pravdepodobnostnd funkcia a funkcia hustoty



Funkcia hustoty pravdepodobnosti Distribuéna funkcia
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Obrdzok 26 Vztah medzi funkciou hustoty pravdepodobnosti a distribu¢nou funkciou
Parametre rozdelenia ndhodnej premennej
Pravdepodobnostné spravanie nahodnej premennej je dokonale popisané rozdelenim
premennej. Niekedy vSak postaduje uviest charakteristiky spravania nahodnej premennej. Medzi
zdkladné charakteristiky, parametre rozdelenia, patri strednd hodnota E(X) arozptyl Var(X)

(Obrazok 27, Obrazok 28). V pripade diskrétnej premennej plati

EQ) == %P,

Var (X) = 0% = E(X = E(OO)* = Y. (% = EOXO) B, =X (% = )7,

Velmi Casto sa uvadza aj smerodajna (Standardnd) odchylka, ktord sa vypocita ako druha
odmocnina z rozptylu.

Vseobecne sa da zapisat stredna hodnota E(g(X)) funkcie g diskrétnej ndhodnej premennej X ako

E(g00) =Y 906)n.-



Strednd hodnota sa nazyva aj ocCakdvand hodnota, je to priemernd hodnota nahodnej

premennej pripadajlca na jeden pokus, ak by sa pokus opakoval nekoneéne velakrat.

Parametre rozdelenia nahodnej premennej nie su zvylajne zndme. Na druhej strane je pre

posudenie spravania ndhodnej premennej doleZité mat otychto parametroch informacie.

V takomto pripade o nich usudzujeme pomocou dat, ktoré sa ziskali z vyskumného planu.

Hustota sa vyuZiva pre vypocet strednej hodnoty, rozptylu alebo strednej hodnoty funkcie g(X)

spojitej nahodnej premennej. Postupuje sa podobne ako u diskrétnej nahodnej premennej:

0,6

05 ¢

03¢

0,0

E(X) = fxf (x)dx,

Var(X) = T(x— E(X))? f (x)dx,

—00

E(g(X)) = [ g (x)dx.

Funkecia hustoty pravdepodobnosti Distribuéna funkcia
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Obrdzok 27 Rozdelenie nadhodnej premennej pre strednt hodnotu 0 a 1



Funkcia hustoty pravdepodobnosti Distribuéna funkeia
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Obrazok 28 Rozdelenie ndhodnej premennej pre rozptyl 1 a 2

3.1.2 Normalne rozdelenie nahodnej premennej

Normalne rozdelenie je jednym z najdélezitejSich rozdeleni. Normalnym rozdelenim sa riadi vela
nahodnych premennych. Normalne rozdelenie je spojité, jednovrcholové rozdelenie, symetrické
okolo strednej hodnoty u. Stredna hodnota tohto rozdelenia je rovna modusu a medianu.
Normalne rozdelenie je najpouZivanejSim rozdelenim pre modelovanie ndhodného spravania sa
premennych z nasledujucich dévodov:

1. vadsinu nahodnych premennych mdzeme aproximativne modelovat pomocou tohto
rozdelenia (za urcitych podmienok dobre aproximuje rad inych (i diskrétnych)
pravdepodobnostnych rozdeleni),

2. niektoré premenné sa daju transformovat na premennu, ktora ma normalne rozdelenie,

3. existuje mnozstvo Statistickych procedur, ktoré boli odvodené pre toto rozdelenie,

4. plati centralna limitna veta, ktora umoZnuje pouzitie procedur, ktoré boli navrhnuté na

zdklade normalneho rozdelenia aj pre premenné, ktoré sa tymto rozdelenim neriadia.



Hustota pravdepodobnosti (Gaussova krivka) md zvonovity tvar, maximum nadobuda v strednej
hodnote. Smerodajna odchylka o (odmocnina z rozptylu) urcuje ako su po oboch stranach od
hodnoty u vzdialené inflexné body, t.j. ako je krivka roztiahnutd do Sirky. Normalne rozdelenie je
jednoznaéne uréené strednou hodnotou u a rozptylom o, ktoré predstavuju jeho parametre. Ak
tieto dve charakteristiky pozname, mézeme urdit tvar celého rozdelenia.
Pre kaZdé normalne rozdelenie s parametrami p a o plati:

» interval (£ 0 obsahuje 68,3% populacie,

» interval £ 20 obsahuje 95,5% populacie,

» interval 30 obsahuje 99,7% populacie,

» 95% populacie je obsiahnuté v intervale 1 +1960,

» 99% populacie je obsiahnuté v intervale p+ 2580 .
Pre premennd X s normalnym rozdelenim je moiné histogram vysledkov z velkého poctu n

nezavislych pozorovani vyrovnat krivkou.

X~ N(u, o)
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Obrdzok 29 Normdlne rozdelenie ndhodnej premennej X

Obsah plochy pod krivkou hustoty normalneho rozdelenia je rovna jednej. Pravdepodobnost, Ze

nahodnd premenna nadobuda hodnoty zurditého intervalu, je rovna obsahu plochy pod



hustotou nad tymto intervalom. Napriklad pre interval s hranicami (¢ £1,960 ma tato plocha

obsah 0,95 (Obrazok 29). Ndhodna premennd X nadobuda teda hodnoty z tohto intervalu s 95%
pravdepodobnostou a iba s5% pravdepodobnostou leZia jej hodnoty mimo uvedeného
intervalu.

Standardizované normalne rozdelenie

Pre premennt X s normalnym rozdelenim s parametrami u a 0°, X ~ N(i, 6°), je mozné vypocitat
hodnotu distribu¢nej funkcie F(X) = P(X < X) pre lubovolné x pomocou hustoty normalneho
rozdelenia. V Statistickych tabulkach najdeme vypoditané hodnoty distribu¢nej funkcie iba pre
normalne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a rozptylom 1. Premennu stymto normalnym
rozdelenim oznacime Z, t.j. Z ~ N(0, 1), a rozdelenie nazyvame Standardizované (normované)
normalne rozdelenie (Obrazok 30). Distribu¢nd funkciu Standardizovaného normalneho
rozdelenia oznatime ®(2)=P(Z<Z). Lubovolnd premennd X ~ N(u, 0°) mbdieme

. . X . L
transformovat na veli¢inu Z =—’u, ktora ma Standardizované normalne rozdelenie, t.j. Z ~
g

N(O, 1).
Tabulky rozdelenia N(0, 1) sa pouZivaju v dvoch pripadoch:
> privypocte kvantilu pre danu hladinu pre rozdelenie N(u, o),

> pri uréeni hodnoty distribu¢nej funkcie rozdelenia N(u, o°).



Funkcia hustoty pravdepodobnosti Distribuéné funkcia
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Obrdzok 30 Standardizované normdine rozdelenie N(0, 1), p = 0,75

Centralna limitna veta

Mimoriadne postavenie normalneho rozdelenia spociva okrem iného v tom, Ze sucéet nezavislych
[ubovolne rozdelenych ndhodnych premennych je priblizne normalne rozdeleny, tym lepsie, ¢im
je viac scitancov. Toto tvrdenie o asymptotickom spravani suctu ndhodnych premennych, ktoré
presne vyjadruje centralna limitna veta, je zakladom pre skuto¢nost, Ze mnoistvo rozdeleni
vyberovych Statistik je moZné aproximovat (priblizne popisat) pri va¢Som rozsahu vyberu
normalnym rozdelenim.

Uvedieme jednu z formuldcii vety:

Ak maju prvky X; postupnosti nezdvislych nahodnych premennych rovnaké rozdelenie so

strednou hodnotou p a smerodajnou odchylkou o, potom rozdelenie nahodnej premennej Z,

sa srastucim n blizi k normalnemu rozdeleniu so strednou hodnotou p asmerodajnou

odchylkou

g
N



Z tejto vety vyplyva, Ze aritmeticky priemer ako ndhodnd premenna je za velmi malych

obmedzeni asymptoticky normalne rozdeleny.

3.1.3 Prehl'ad rozdeleni odvodenych od normalneho rozdelenia

Chi-kvadrat o k stupiioch vol'nosti:
k
Xe=2ZF ~x*(K),
=1

kde Zy, Z,, ..., Zx ~ N(0, 1) su nezdvislé ndhodné premenné (Obrazok 31).

Funkcia hustoty pravdepodobnosti Distribucna funkcia
y=chi2(x;10) p=ichi2(x;10)
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Obrdzok 31 Chi-kvadrdt rozdelenie }*(10) , p=0,75

(Fisherovo-Snedecorovo) F-rozdelenie s k a m stupfiami volnosti:

_ X2/k

=——~F(km),
k,m X,i/m ( )

kde X7 ~ x*(k), X2 ~ x*(m) su nezdvislé ndhodné premenné (Obrazok 32).



Funkcia hustoty pravdepodobnosti Distribucna funkcia

y=F(x,10,10) p=iF(10,10)
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Obrdzok 32 F-rozdelenie F(10, 10), p = 0,75

(Studentovo) t-rozdelenie s k stupfiami volnosti:

y
X2k

kde X} ~ x*(k), Z ~N(0, 1) st nezavislé ndhodné premenné (Obrazok 33).

T = ~1(k),



Funkcia hustoty pravdepodobnosti
y=student(>;1)

Distribuéna funkcia
p=istudent(x;1)
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Obrdzok 33 t-rozdelenie t(1), p = 0,75
Zrejme plati, ze Z% ~ x*(1), (T,)? ~ F(Lk).
Tabulka 14 Prehlad rozdeleni (Zvéra a Stépdn, 2002)
Rozdelenie Oznacenie | Kriticka hodnota Stredna hodnota | Rozptyl
Normalne N(u, 6%) P(Z>z(p))=p u o’
Standardizované
normalne N(O, 1) P(Z>z(p)) =p 0 1
Chi-kvadrat x2(K) POX¢>xi(p)=p |k 2k
k
Studentovo t T(k) P(|Tk| >t.(p)=p 0(k>1) 3 (k >2)
m 2m?(k + m-2)
Fisherovo F F(k, m) P(Fim > Fum(P) =P | m-2 k(m-2)?(m-4)
(m >2) (m > 4)

Nie len samotné data su premenlivé, ale aj vypocitané statistiky su od vyberu k vyberu ndhodne

premenlivé. Premenlivost vypocitanych charakteristik zachytavame ¢asto jednym parametrom —

Standardnou chybou odhadu,

ktord je odvodend od smerodajnej

odchylky. Nemeria

rozptylenost pévodnej nahodnej premennej, ale rozptylenost vypocitanej statistiky.

Vyberové rozdelenie Statistiky je pravdepodobnostné rozdelenie hodnét, ktoré Statistika

nadobuda vo vietkych moznych vyberoch o danom rozsahu zo Specifikovanej populacie.




Priklady pouZitia rozdeleni (Tabulka 14) k popisu nahodného spravania Statistik v pripade, Ze
mobzeme predpokladat normalne rozdelenie zakladného suboru alebo v pripade dostatoéne
velkého rozsahu vyberového suboru:
> normalne rozdelenie popisuje vyberové rozdelenie aritmetického priemeru pri zndmom
parametri o,
> t-rozdelenie popisuje vyberové rozdelenie aritmetického priemeru pri nezndmom
parametri o,
» chi-kvadrat rozdelenie popisuje vyberové rozdelenie rozptylu,
» F-rozdelenie popisuje vyberové rozdelenie pomeru rozptylov zdvoch nezavislych

nahodnych vyberov.

3.1.4 Overovanie predpokladu normality

To, ¢i premennd ma normdlne rozdelenie, prezradzaju uz samotné popisné charakteristiky.
V pripade, Ze premenna pochddza z normalneho rozdelenia, priemer, median a modus su
priblizne rovnaké hodnoty. V tomto pripade priemer rozdeluje ddta na dve rovnaké polovice, t.j.
rozdelenie je symetrické - koeficient Sikmosti je priblizne rovny nule. V pripade, Ze aj koeficient
Spicatosti je pribliZzne rovny nule, rozdelenie ndhodnej premennej je Spicaté rovnako ako
normalne rozdelenie.

K overeniu normality mdZzeme pouzit aj testy rozdelenia, kde na zaklade vysledkov zamietneme
alebo nezamietneme hypotézu, ktord tvrdi, Ze hodnoty premennej pochadzaju
z predpokladaného rozdelenia (Obrazok 34, Obrdzok 35).

Viac informacii ako testy nam ponuknu grafy. Vizualizaciou rozdelenia mbézeme identifikovat
odchylky od normality, extrémne hodnoty, bimodalitu a pod. K vizualizacii méZzeme pouzit
histogram prelozeny ocakdavanymi normdalnymi hodnotami - Gaussovou krivkou alebo normalny

pravdepodobnostny graf (Obrazok 34, Obrazok 35).
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Obrazok 34 Hodnoty premennej pochddzaju z normdlneho rozdelenia
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Obrdzok 35 Hodnoty premennej nepochddzaju z normdineho rozdelenia
Normalny pravdepodobnostny graf porovnava rozdelenie premennych s normalnym rozdelenim
pravdepodobnosti. Cim su body blizsie k priamke, tym premenné lepsie zodpovedaju
normalnemu rozdeleniu. Z histogramu zas mdzeme zistit, Ze ak pozorované hodnoty maju

normalne rozdelenie, tak histogram ma tvar zvonu.



3.2 Odhady parametrov

Parameter je Ciselna hodnota, ktora plati pre celd populaciu. Odhad parametru ziskame z vyberu
z populacie.

Odhad realizujeme bud' jedinou hodnotou — bodovy odhad alebo ¢iselnym intervalom —
intervalovy odhad (Obrdzok 36), ktory pokryva teoreticki hodnotu parametra s urcitou

spolahlivostou.

|
1. 1

2. . >

Obrdzok 36 Bodovy (1.) a intervalovy (2.) odhad

3.2.1 Bodovy odhad
Parametre aich bodové odhady (Tabulka 15) odliSujeme inym znacenim (pre parametre

pouzivame pismena gréckej abecedy). Bodové odhady nazyvame aj vyberové Statistiky.

Tabulka 15 Oznacenie teoretickych a vyberovych charakteristik

parameter | odhad

stredna hodnota
Medidn

Modus

smerodajna odchylka
Rozptyl
pravdepodobnost
korelacny koeficient
regresny koeficient

X) | X1 | XI

N

N
“n |n

=™OIN|Q QDT

t@\‘c

Najlepsim bodovym odhadom strednej hodnoty populacie arozptylu populacie o? je
n 2
. _ 13 . . »_ 1 - . .
vyberovy priemer X :—in a vyberovy rozptyl s ——12()(1. —X) , kde n je rozsah vyberu
i=1 4=

a Xy, X, ..., Xn je vyberovy subor.

N
Ak je populacia kone¢na s rozsahom N, tak X je odhadom strednej hodnoty = iz X a s’ je
i=1

2

N
odhadom rozptylu g? =%Z‘(Xi -X) .
=1



3.2.2 Intervalovy odhad

Intervalovy odhad predstavuje interval moznych odhadov parametra populdcie.

Dizka intervalu spolahlivosti je celkovou mierou nepresnosti vytvoreného odhadu. Kratke
intervaly spolahlivosti su presnejsie ne? dlhé. Dizka intervalu spolahlivosti zavisi nie len od
rozsahu vyberu n, ale aj na hladine spolahlivosti, s ktorou ho uréujeme. Hladina spolahlivosti je
pravdepodobnost, s akou sa odhadovany populaény parameter ocitne v danom intervale pri
opakovanom prevadzani vyberu. Ked napr. pracujeme s 95% hladinou spolahlivosti, znamend
to, Ze zo 100 vytvorenych intervalov ich priblizne 95 prekryje hladanu hodnotu parametra.

Hodnota smerodajnej (Standardnej) chyby sa zmensuje, ak sa velkost vzorky zvaésuje.

Tabulka 16 Smerodajné chyby vybranych vyberovych statistik

Vyberova statistika Smerodajna chyba

S
riemer —-
d Jn
di 1,25s
median —
Jn

smerodajna odchylka | s\/2n
Sikmost \V6/n
$picatost \V24/n

Vseobecny vzorec pre ziskanie asymptoticky platného intervalu spolahlivosti:

bodovy odhad £ koeficient spolahlivosti pre danu hladinu X smerodajnd chyba odhadu.

Napriklad:

95% interval spolahlivosti pre parameter f pri znamom o :

X+1960, .

3.3 Testovanie hypotéz

Proceduru testovania hypotéz méZeme rozloZit do nasledujucich krokov:
1. Formuldcia vyskumnej otdzky vo forme nulovej a alternativnej Statistickej hypotézy.

Formuldcia testovacieho problému suvisi s hypotézou vyskumu a s vyberom Statistickej



metddy, pomocou ktorej sa bude platnost nulovej hypotézy overovat. Po vybere metody
je potrebné overit jej predpoklady (validitu Statistickej metddy).

Nulovd hypotéza HO je tvrdenie, ktoré obvykle deklaruje ,Ziadny rozdiel“ alebo
»hezavislost" medzi premennymi.

Alternativna hypotéza H1 znamend situaciu, kedy nulovd hypotéza neplati. Obvykle
deklaruje ,existenciu rozdielu” alebo ,existenciu zdvislosti“ medzi premennymi.
Alternativne hypotézy mozu byt jednostranné (Obrazok 37) alebo obojstranné (Obrazok
38).

Napriklad:

H1: u>100, je jednostranne formulovang,

H1: 4 #100, je obojstranne formulovana.

2. Volba prijatelnej urovne chyby rozhodovania.

Tabulka 17 Schéma testovania hypotéz

Schéma testovania Zaver testu
HO plati HO neplati
Skutoénost |HO plati |spravny chyba I. druhu
HO neplati (chyba Il. druhu (spravny

A. Chyba l. druhu — nulovd hypotéza plati, ale zamietne sa.
P(chyba I. druhu) = a =, hladina vyznamnosti“
P(neurobime chybu I. druhu) =1 - a =, spolahlivost”
Konvencéna hladina pre spolahlivost je 0,95 alebo 0,99.
B. Chyba Il. druhu — nulova hypotéza neplati, ale prijme sa.
P(chyba II. druhu) = B
P(neurobime chybu Il. druhu) = 1 - 5= ,sila testu”
Konvencna hladina pre silu testu je 0,8 alebo 0,9.
3. Vypoditanie testovacej Statistiky.
Existuje vela testovacich Statistik, vypocet zdvisi na povahe dat a hypotéz. Vyberom
Statistickej metddy je testovacia Statistika urcena jednoznacéne. Jej hodnota sa vypocita
zo ziskanych dat. Pri pouziti softvéru nepotrebujeme poznat algoritmus vypoctu, ale

podstatu metddy.



V mnohych pripadoch sa pouZiva ako testovacia Statistika Standardizovana vzdialenost
odhadu od nulovej hypotézy. Testovacia Statistika ma v tomto pripade vSeobecny tvar:
Testovacia Statistika = (bodovy odhad — hypotetickd hodnota)/smerodajnd chyba odhadu.
4. Odporucenie.
Testovaciu Statistiku porovname s kritickou hodnotou alebo ju prevedieme do
pravdepodobnostnej 3$kadly na tzv. hodnotu vyznamnosti p (p-hodnota, hodnota
pravdepodobnosti). Hodnota vyznamnosti p predstavuje najmensiu hladinu vyznamnosti,
na ktorej mozeme zamietnut nulovi hypotézu. Pri vyuZivani Statistického softvéru
formulujeme zaver testovania pomocou p. Ak je p rovné alebo mensie ako zvolena
hladina vyznamnosti @, tak nulovi hypotézu zamietame. Inak nulovd hypotézu
nezamietame.
Druhy spbsob spociva v priamom porovnani testovacej Statistiky s kritickou hodnotou,
ktord sa urcuje v zavislosti na zvolenej hladine vyznamnosti. Kritickd hodnota urcuje
kritickii oblast, resp. oblast zamietnutia (Obrazok 37, Obrazok 38). Ak sa hodnota
testovacej Statistiky nachadza vo vnutri kritickej oblasti, zamietame nulovld hypotézu.
Samozrejme, ak testovacia Statistika je vo vnutri kritickej oblasti, potom hodnota

vyznamnosti p je mensia ako prislusna hladina vyznamnosti.
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Obrazok 37 Rozdelenie testovacej statistiky a plochy odpovedajticej statistickej vyznamnosti jednostranného testu

Zamietnutia

Kriticka

Testovacia

0,6

05}

0.4}

027}

01}

0,0

Testovacia

Kriticka

Statistika

hodnota

hodnota

Statistika



Obrdzok 38 Rozdelenie testovacej statistiky obojstranného testu

Aby sme vypocitali hodnotu vyznamnosti p obojstranného testu, testujeme nulovu
hypotézu proti obojstrannej alternativnej hypotéze, musime uvaZovat obidva konce

rozdelenia Statistiky.

3.4 Parametrické verzus neparametrické testy

Parametrickeé
Statistiky

Vymesﬁzen'{e Qverovanie QOverovanie Graficke/ ln?z:’géi?\?:
pfoblerrju,d_; predpokiadu : predpokladov Statistické "'vy deile
Zozbieranie normality pouZitia procadry 4

udajov Zaverov

Neparametrické
Statistiky

Obrazok 39 Parametrické verzus neparametrické testy
Vymedzenie problému a zozbieranie udajov
Pre pouzivanie parametrickych alebo neparametrickych Statistik sa nevyzaduje odliSna priprava
dat. Ku kazdému parametrickému testu existuje niekolko neparametrickych alternativ.
Overenie predpokladu normality a transformacia
V pripade, Ze rozdelenie skimanej premennej nie je normdlne, vyuZivaju sa na testovanie
neparametrické postupy. Neparametrické testy mdzeme pouzit prakticky na fubovolnu situaciu.
Na druhej strane cenou za tuto univerzalnost su slabsie vysledky testu (nizsia sila testu) ako pri
parametrickom teste, ktory vyuziva aj informdcie o rozdeleni. Preto sa snazime, ak je to mozné
vidy pouzit parametrické testy. To znamend, Ze ak skimana premennd nema normalne
rozdelenie, tak ju transformujeme a nasledne znovu overujeme predpoklad normality (Obrazok
39).
Parametrické statistiky
Pri pouziti parametrickych Statistik sa predpoklada, Ze typ rozdelenia zdkladného suboru je
znamy. Zvycajne sa predpoklada, Ze rozdelenie je normalne. Ak su vzorky dostatocne velké,

odchylka od normality nie je velmi podstatna, pretoze na zaklade centralnej limitnej vety ma



aritmeticky priemer priblizne normadlne rozdelenie. Niektori autori uvadzajd, Ze normalitu je
nutné overovat iba pri malych vzorkidch srozsahom mensim ako 30 (Chajdiak, Rublikova
a Gudaba, 1994; Chajdiak, Komornik a Komornikova, 1999; Hill a Lewicki, 2007).
Neparametrické statistiky

Neparametrické Statistiky sa nespoliehaju na odhad parametrov (priemeru alebo smerodajnej
odchylky) popisujucich rozdelenie premennej v zakladnom subore, ale pracuju s pocetnostami
(napr. Chi-kvadrat test) alebo s poradovymi Cislami, ktoré boli pridelené povodnym udajom
(napr. Kruskal-Wallisov test).

Overovanie predpokladov pouzitia

Zo schémy (Obrazok 39) vidime, Ze od predpokladu normality sa nam linia postupu rozvetvila, to
znamena, Ze iné predpoklady pouZitia platia pre parametrické a iné pre neparametrické testy.
Tu si treba uvedomit, e uréité predpoklady musia splfiat aj neparametrické $tatistiky. Napriklad
neparametricky chi-kvadrat test sa da pouzit iba za predpokladu, Ze ofakavané pocetnosti su
vacsie alebo rovné ako 5.

Grafické/statistické procedury

V tomto pripade tiez dve odlisné linie naznacuju, Ze ide o rozne algoritmy vypoctu.

Interpretacia vysledkov a vyvodenie zaverov

Interpretacia v obidvoch pripadoch je totozna (za predpokladu, Ze sme pouzili ekvivalentné

testy) napriek tomu, Ze ide o dva kategoricky odlisné algoritmy vypoctu.

3.5 Zavislé verzus nezavislé vzorky

V statistickej analyze musime rozliSovat zavislé a nezavislé vzorky, napr. iné testy sa pouzivajl na
testovanie rozdielov medzi zavislymi a iné medzi nezavislymi vzorkami.

Zavislé vzorky (Tabulka 18) predstavuju merania na tych istych objektoch, napriklad by sme
chceli porovnat vedomosti Studentov z matematiky na zaciatku a na konci semestra. Nezavislé
vzorky (Tabulka 18) predstavuju merania na roéznych objektoch, napriklad by sme chceli

porovnat vedomosti Studentov z matematiky u muzov a Zien.



Testy rozdielov medzi nezdvislymi vzorkami sa ¢asto oznaduju ako testy medzi skupinami a
medzi zavislymi vzorkami ako testy medzi premennymi. Tieto ndzvy vyplyvaju zo zobrazenia
vstupnej datovej tabulky.

Tabulka 18 Premenné verzus skupiny

Zavislé vzorky Nezavislé vzorky
premenné
1.meranie | 2.meranie meranie | pohlavie
25 40 25 m ©
30 35 30 m .g_ N
15 40 15 m S E
35 40 35 m 2
20 30 20 ; 3
35 40 35 7 g
30 40 30 7 a
15 25 15 ; E

Treba vsak podotknut, Ze tento zapis nebyva vzdy dodrzany, napr. skupiny ¢asto byvaju zapisané
v stipcoch. Bud’ sami vytvorime ne$tandardni vstupnu maticu, respektive niektoré programy pre
vybrané analyzy vyzaduju z nepochopitelnych dévodov mat kazdu nezavisli vzorku v jednom

stipci tabulky.

3.6 Jednorozmerné verzus viacnasobné a viacrozmerné analyzy

Najskor si struéne vysvetlime tuto terminoldgiu na miere zavislosti medzi premennymi.

Ak  zistujeme mieru  zavislosti medzi dvoma premennymi, tak sa jedna
o jednorozmernu/univariaénu analyzu (univariate analysis).

V pripade, Ze zistujeme mieru zavislosti medzi premennou Y a premennymi X, ZuZ hovorime
o viacndsobnej analyze (multiple analysis).

Ak vsak zistujeme mieru zavislosti medzi dvoma skupinami premennych, tak hovorime

o viacrozmernej/multivariacnej analyze (multivariate analysis).



V prvych dvoch pripadoch by sme pouiZili korelaénd analyzu, konkrétne v prvom korelacny
koeficient avdruhom viacnasobny korelacny koeficient. V tretom pripade by sme pouzili
kanonicku analyzu, ktora patri medzi viacrozmerné prieskumné techniky.

Ak koeficient koreldcie premennych Y a X je Statisticky vyznamny, potom nas zaujima odhad
linedrneho regresného modelu zobrazujuci linedrnu zavislost medzi premennymi Y a X. Uréenie
regresného modelu je doblezité z hladiska predvidania velkosti hodnoty zavislej (vysvetlovanej)
premenne] Y pri uréitej zndmej hodnote nezavislej (vysvetlujlcej) premennej X. V tomto pripade
by sme hovorili o jednorozmernej (parovej) linearnej regresii. Ak vsak by nds zaujimal odhad
linedrneho regresného modelu zobrazujuci zavislost medzi zavislou premennou Y a nezavislymi
premennymi X a Z, hovorili by sme o viacndsobnej linedrnej regresii a nie o viacrozmerne;j.

Dost cCasto sa tieto dva terminy zamienaju v lokalizovanych Statistickych programoch,
konkrétne multiple regression sa ¢asto prekladd ako viacrozmerna a nie viacnasobnad regresia.
Rozdiely medzi jednorozmernou, viacndsobnou aviacrozmernou analyzou ilustrujeme na
analyze rozptylu:

» pri jednorozmernej analyze vystupuje jedna zavisld a jedna nezdavisla premennd (napr.
analyza rozptylu jednoduchého triedenia (one-way analysis of variance/ANOVA) — skima
zavislost jednej zavislej kvantitativnej premennej od jednej nezdvislej nominalnej
premennej),

» pri viachasobnej analyze vystupuje jedna zdvisla a viac nezavislych premennych (napr.
viacfaktorova analyza rozptylu (multi-way analysis of variance/ANOVA) — skima zavislost
jednej zavislej kvantitativnej premennej od viacerych nezavislych nominalnych
premennych),

» pri viacrozmernej analyze vystupuje viac zavislych premennych (napr. viacrozmerna
analyza rozptylu (multivariate analysis of variance/MANOVA) — skiima zavislost viacerych
zavislych  kvantitativnych premennych odjednej, resp. viacerych nezavislych

nominalnych premennych).



